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Элементы теории поля и векторного анализа

Введение

При рассмотрении различных физических явлений мы часто встречаемся с понятием поле. Поле – это величина, зависящая от положения в пространстве. Различают скалярные и векторные поля. Напомним, что скаляр – это величина, которая характеризуется только ее значением, а вектор определяется его значением и направлением. Например, температура, плотность, энергия – скалярные величины, скорость, сила – векторные.

Скалярное поле – это поле, которое в каждой точке пространства характеризуется числом (скаляром). Скалярное поле образуют скалярные величины f(x,y,z), зависящие от положения точки в пространстве, то есть это обычная функция трех переменных. Например, скалярным полем является температура неоднородно нагретого тела, температура которого меняется от точки к точке. Поскольку функцию трех переменных невозможно изобразить в трехмерном пространстве, то для наглядного представления скалярного поля часто используют понятие поверхности уровня скалярного поля. Поверхности уровня проходят через точки с одинаковыми значениями поля, их уравнения имеют вид: f(x,y,z)=C=const. Ясно, что никакие две поверхности уровня f(x,y,z)=C1 и f(x,y,z)=C2 для однозначных функций  f(x,y,z) и для C1 ( C2  не имеют общих точек. Такой способ изображения скалярных полей особенно удобен, когда мы имеем дело с полем, заданным не в пространственной области, а в плоской, которое описывается функцией двух переменных f(x,y). В этом случае уравнение f(x,y)=C=const определяет кривую на плоскости, которую называют линией уровня плоского скалярного поля. С их помощью изображают, например, рельеф местности на географических картах: каждая линия соединяет точки, имеющие одну и ту же высоту над уровнем моря. Для некоторых поверхностей или линий уровня используют специальные названия: изотермы, изобары, эквипотенциальные поверхности и т. д..

Векторное поле - это поле, которое в каждой точке пространства характеризуется вектором 
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, меняющимся от точки к точке. Другими словами, в каждой точке пространства заданы три функции трех переменных. Примером векторного поля может служить поле скоростей в текущей жидкости. В каждой точке жидкости значение скорости и ее направление может меняться. Для наглядного представления векторного поля используется понятие векторной линии векторного поля. Векторной линией поля называется такая кривая, в каждой точке которой касательная имеет направление вектора 
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. Ясно, что через каждую точку для однозначных функций 
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 может пройти только одна векторная линия. В противном случае в точке пересечения векторных линий вектор поля имел бы направления в различные стороны. Сведения о длинах векторов в векторной линии поля утеряны, но их можно сохранить, если в местах, где поле мало, векторные линии провести пореже, а где велико – погуще. 

Далее мы рассмотрим операции дифференцирования и интегрирования для скалярных и векторных полей.

1.  Дифференцирование полей

1.1 Производная функции (скалярного поля)  по направлению вектора

Рассмотрим скалярное поле  f(x,y,z) = f(M), где. M = M(x,y,z) – произвольная точка. Через точку M проведем прямую l с направляющим вектором q единичной длины. Известно, что q = cos( i+ cos( j+ cos( k, где  cos( ,  cos( j, cos( ,– направляющие косинусы прямой; i, j, k –орты прямоугольной системы координат 
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. Выберем на прямой точку M1. Пусть r(M) и r(M1)– радиус-векторы точек M и M1 соответственно. Из рисунка видно, что MM1 = r(M1 ) – r(M). Ясно, что MM1 = (q, где ( - некоторое число. Составим отношение: 
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Пусть M1 ( M, то есть ((0.

Определение  Предел отношения 
[image: image6.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

t

t

t

M

f

M

f

r

q

r

-

+

®

0

lim


называется производной функции (скалярного поля) f(x,y,z) в точке M по направлению l и обозначается 
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Покажем, что такие производные можно вычислять по формуле:
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Мы знаем, что приближенно для малых приращений аргументов (x , (y, (z прирашение функции (f = f(M1) - f(M) имеет вид:
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где 
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.Поскольку 
[image: image11.wmf]a

t

a

t

a

cos

cos

cos

=

=

=

D

q

MM

1

x

, 
[image: image12.wmf]b

t

cos

=

D

y

,
[image: image13.wmf]g

t

cos

=

D

z

, то, подставляя эти соотношения в определение, получаем:
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, что и требовалось доказать.

Таким образом, производная функции по направлению характеризует скорость изменения данной функции в этом направлении. Отметим, что понятие производной по направлению есть обобщение понятий частных производных. Например, 
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1.2 Градиент функции (скалярного поля)

Вспомним, что нормаль к поверхности f(x,y,z) = C (поверхности уровня) в точке M– это прямая, направляющий вектор которой 
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.С помощью данного вектора формулу (1.1) можно записать в виде: скалярного произведения
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, где, q, как и ранее, единичный направляющий вектор прямой l. Вектор n называется градиентом функции f в точке M и обозначается grad f(M). 
Определение  Градиентом функции (скалярного поля) в точке M называется вектор с координатами 
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Используя это определение, (1.1) можно представить в виде:
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Таким образом, производная функции по заданному направлению равна скалярному произведению градиента функции на единичный вектор этого направления.

Представим (1.1) в виде:
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где ( угол между векторами grad f(M) и q. 

Из соотношения (1.5) видно, что 
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 принимает наибольшее значение, если cos( = 1, то есть ( =0 и, следовательно, направления векторов grad f(M) и q совпадают. Таким образом, направление градиента функции в данной точке есть направление наибольшей скорости возрастания функции в этой точке. Принимая во внимание этот результат, можно дать другое определение градиента функции, независящее от выбора системы координат.

Определение  Градиентом функции (скалярного поля) в точке M называется вектор, направленный по нормали к поверхности уровня в сторону возрастания функции и имеющий длину, равную производной функции в данной точке по направлению упомянутой нормали.

Градиент скалярного поля играет важную роль в физике. Например, сила F, действующая на частицу со стороны гравитационного или электростатического поля имеет вид: F =  -( grad (, где ( - некоторая константа, зависящая от выбора системы единиц. Функция ( в физике называется потенциалом соответствующего поля.
Дадим строгое математическое определение потенциала.

Определение  Векторное поле A(x,y,z) называется потенциальным, если его можно представить как градиент некоторого скалярного поля: A = grad (. Само скалярное поле ( при этом называется потенциалом векторного поля A. В дальнейшем мы более подробно рассмотрим свойства потенциальных векторных полей.

Градиент функции обладает свойствами обычного дифференцирования. Например,
             grad((() = ( grad (;                                                                                      (1.6)

             grad ((() = (grad (.+ (grad (.,                                                                    (1.7)

где ( = const; ( и ( произвольные дифференцируемые функции. Эти соотношения следуют из определения градиента (1.3).

Пример 1.1 Найти 
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Аналогично, 
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Используя это выражение, получаем известную из электростатики формулу. Напряженность электрического поля E, создаваемого точечным электрическим зарядом Q, расположенным в начале координат, имеет вид:
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Пример 1.2. Найти 
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, где –((r) – произвольная дифференцируемая функция от r, где, как и в предыдущем примере , r длина радиус-вектора r.
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Аналогично, 
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Последнее соотношение можно использовать для получения напряженности поля для сферически-симметричных потенциалов, то есть для потенциалов, поверхности уровня которых представляют собой сферы.

1.3 Оператор (
Определение   Оператором называется правило, по которому одной функции ставится в соответствие другая функция. 

Предположим, мы имеем две функции f и (.Соотношение f = T(, где T - оператор, устанавливает соответствие между ними, Например, если 
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Заметим, соотношение (1.3) не зависит от того, какое скалярное поле мы дифференцируем. Эту формулу можно записать компактно, если ввести дифференциальный векторный оператор ( (читается «набла»).
grad f = ( f                                                                                                              (1.8)
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В многих случаях с оператором (  можно обращаться как с обычным вектором. (  = 
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. Следует только помнить, что операторная алгебра несколько отличается от векторной. Оператор действует на функцию, написанную справа от оператора. Например, ( f и f(  - зто разные выражения:: ( f = grad f - вектор, 
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 - векторный оператор, образно говоря, «жаждущий» подействовать на функцию, которая появится справа от него.
Примечание  Вообще говоря, не любые три оператора образуют векторный оператор. (Также как не любые три числа образуют вектор.) Компоненты векторных операторов, как и компоненты обычных векторов, при преобразовании системы координат должны преобразовываться определенным образом. Можно провести и более простые рассуждения, показывающие, что (  -  векторный оператор. В предыдущем разделе мы показали, что grad f = ( f  - вектор, направленный по нормали к поверхности уровня. Поскольку, формально соотношение (1.6) выглядит как действие оператора на скалярную функцию и в результате получается вектор, то поэтому (  - векторный оператор.

Пример 1.3.  Вычислить вектор 
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(

)

2

(

3

2

y

x

ze

z

xy

x

+

Ñ

-

=

-

A

 в точке (1,2,0).

Последовательно проводим действия:

1. Находим частные производные от функции 
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2. Каждую из полученных производных умножаем на соответствующий единичный вектор, полученные векторы складываем и результат умножаем на функцию 
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3. Вычисляем полученный вектор в точке (1,2,0):
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1.4 Действия с оператором (. Дивергенция вектора.  Ротор вектора.
Рассмотрим векторное поле A(x,y,z) = {Ax,Ay, Az} Из двух векторов (  и A по обычным правилам векторной алгебры можно образовать скалярное произведение:
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Эта скалярная величина называется дивергенцией вектора A и обозначается как divA: 
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Из векторов (  и A можно образовать и векторное произведение. Используя обычные правила векторной алгебры, получим:
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                 (1.12)

Эта векторная величина называется ротором вектора A и обозначается как rotA: 
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Примечание  Определения (1.1) и (1.13) даны в прямоугольной системе координат. К независящим от выбора системы координат определениям дивергенции и ротора функции, а также к их смыслу мы вернемся позже.

В различных применениях векторного анализа часто возникает необходимость в вычислении div(Af) и rot(Af), где A - векторное поле, f-скалярное. Получим соответствующие формулы, используя (1.8), (1.10) и (1.12): 
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или:
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или:
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Пример 1.4.  Вычислить divr,где r = {x, y, z} – радиус вектор:
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Пример 1.5.  Вычислить rotr,где, по-прежнему, r = {x, y, z} – радиус вектор:
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Пример 1.6.  Вычислить div(r((r)),где r = {x, y, z} – радиус вектор, r- его длина, ((r) – произвольная дифференцируемая функция от r.
Используя формулу (1.14) и решения примеров 1.2 и 1.4, получаем
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Пример 1.7.  Вычислить rot(r((r)),где r, r и ((r) определены в примере 1.6.
Используя формулу (1.15) и решения примеров 1.2 и 1.5, получаем:
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1.5 Некоторые формулы векторного анализа

До сих пор мы рассматривали действие оператора (  на скалярные и векторные поля и их произведения. Сейчас мы получим некоторые часто встречающиеся в приложениях соотношения, в которых оператор ( встречается дважды.

1.5.1 Вычисление rot gradf
Пустьf(x,y,z) – некоторое скалярное поле. Тогда, используя формулы (1.3) и (1.10) получим:
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      (1.16)
Этот же результат можно получить проще, используя, оператор (.

rot gradf = [(,((f] = [(,(]f = 0, так как векторное произведение вектора самого на себя равно нулю.

1.5.2 Вычисление div rot A
Используя соотношения (1.8) –(1.11) и правила для вычисления смешанного произведения векторов, получаем:
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так как в определителе две одинаковых строки.

1.5.2 Вычисление div gradf. Оператор Лапласа.

Используя соотношения (1.6) –(1.9) и правила для вычисления скалярного произведения векторов, получаем:
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Оператор 
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                                                                     (1.19)
Оператор Лапласа может действовать и на векторное поле A(x,y,z). По определению:

                 (A = i (Ax+ j (Ay+ k (Az                                                                       (1.20)

1.5.3 Вычисление rot rotA. 
Для вычисления используем известную формулу для двойного векторного произведения:

[A,[B,C]] = B(A,C)-C(A,B),

где A, B, C– три произвольных вектора.

rot rotA = [(,[(A]] = (((,A)-( (,()A = grad divA - (A                                  (1.21)

Разумеется, эту же формулу мы получим, используя (1.12) и расписывая выражение rot rotA по компонентам.
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Последняя строка в этом выражении, сумма слагаемых в которой равна нулю, добавлена для удобства вычислений. Группируя слагаемые со знаком “+”и со знаком “-“ и принимая во внимание равенство смешанных производных, получим:
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что и требовалось показать.

Примечание Последние вычисления показывают преимущества использования оператора (  при рассмотрении различных векторных соотношений, содержащих дифференцирование.

Пример 1.8.  Вычислить (((r),где r и ( (r) определены в примере 1.6.
Используя формулы (1.7), (1.14), (1.18) и решения примеров 1.1 и 1.4 , получаем:
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Пример 1.9.  Вычислить div(u gradv - v gradu), где u и v– произвольные функции координат.

Используя формулу (1.14), получим:
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[image: image77.wmf]u
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Полученное соотношение имеет широкое применение в различных приложениях.

Пример 1.10.  Вычислить div[(,r], где r –радиус-вектор,  (– постоянный вектор.
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Пример 1.11.  Вычислить rot[(,r], где r –радиус-вектор,  (– постоянный вектор. Используя формулу для двойного векторного произведения и результат примера 1.4, получаем:
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(1.24)

 2. Интегрирование полей

2.1 Криволинейные интегралы второго рода. Криволинейные интегралы по координате. Определения и свойства.

Рассмотрим в пространстве некоторую кривую L, которая имеет определенное направление. Пусть точка A– начальная точка этой кривой, а B– конечная. В общем случае кривая может быть произвольной как незамкнутой, так и замкнутой (точки A и B совпадают). Для замкнутой кривой направление обхода против часовой стрелки принято считать положительным, при этом область, ограниченная кривой L остается слева. Предположим, что в некоторой области пространства, включающей кривую, задано векторное поле A(x,y,z), компоненты которого имеют вид: Ax(x,y,z)=P(x,y,z); Ay(x,y,z)=Q(x,y,z); Az(x,y,z)=R(x,y,z). Разделим кривую на n частей точками M0, M1,· · ·Mk; Mk+1,· · ·Mn-1, Mn , причем  M0 совпадает с A и Mn с B. На каждом участке кривой MkMk+1 (k = 0,1, · · · n-1,n) возьмем произвольную точку Nk. Составим сумму:
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где вектор (lk = MkMk+1 в соответствии с выбранным направлением на кривой L. In в (2.1) - это интегральная сумма. Это понятие уже знакомо нам при рассмотрении различных видов интегралов. Рассмотрим предел этой суммы при стремлении к нулю длины самого длинного из векторов (то есть при n(
[image: image81.wmf]¥

). Такой предел называется криволинейным интегралом второго рода от векторной функции A(x,y,z) по кривой L и обозначается как:
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Здесь dl - векторный элемент длины линии L, который характеризуется длиной и направлением, его направление  при указанном предельном переходе совпадает с направлением касательной в данной точке кривой L. Линия L называется контуром интегрирования. В дальнейшем мы будем предполагать, что контуры интегрирования есть кусочно-гладкие функции координат. Интеграл (2.2) называется также циркуляцией вектора A(x,y,z) по кривой L.

Для замкнутых контуров интегрирования L используется обозначение:
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Распишем скалярные произведения в интегральной сумме (2.1):
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где (xk = xk+1-xk; (yk = yk+1-yk; (zk = zk+1-zk;

Проделав тот же предельный переход, получим:
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Интегралы (2.3) называются криволинейными интегралами по координате (x, y или z). В целом можно записать:
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Криволинейный интеграл второго рода есть обобщение обычного определенного интеграла. Действительно,  если выбрать контур интегрирования  отрезком числовой оси, то криволинейный интеграл по соответствующей координате будет определенным интегралом.
Криволинейные интегралы широко используются в различных приложениях. Например, для вычисления работы A, совершенной силой F(x,y,z) на пути L. Действительно, пусть точка движется по некоторой линии L под действием силы F(x,y,z), изменяющейся вдоль пути L. Известно, что работу совершает составляющая силы, которая совпадает с направлением движения (так называемая тангенциальная составляющая силы). Поэтому элементарная работа dA, совершаемая на участке dl есть (F, dl). В итоге, мы получаем: 
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Криволинейный интеграл второго рода и интегралы по координате обладают всеми основными свойствами определенных интегралов. В частности, если контур интегрирования L разбить на части L1 , L2· · ·, то интеграл по контуру L будет равен сумме интегралов, взятых по этим частям.
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Доказательство (2.5) очевидно следует из определения (2.2).

Для криволинейных интегралов второго рода и интегралов по координате существенное значение имеет направление обхода по лини L. Действительно, если направление обхода по лини L изменить на противоположное, то (sk в формуле (2.2), как и  (xk , (yk , (zk в (2.3) изменят знак. Это свойство записывается следующим образом:
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где +L и –L обозначают линию L при двух ее взаимно-противоположных направлениях.

Рассмотрим еще одно важное специфическое свойство криволинейных интегралов второго рода и интегралов по координате.

Теорема 1. Если область D (см. рис.2), ограниченную замкнутой линией L, разбить на две части D1и D2, то криволинейный интеграл по всей линии L можно представить как сумму интегралов, взятых в том же направлении по линиям L1 (кривая AECA) и L2 (кривая ACBA), ограничивающими областиD1 и D2. При этом подразумевается, что подынтегральная функция определена и непрерывна во всей области D.

Доказательство. Запишем криволинейные интегралы по линиям L1 и L2:
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	Рис.2


Складывая эти два выражения, и принимая во внимание, что интегралы по линиям AC и CA от одной и той же функции и по одной и той же кривой, но в противоположных направлениях, в сумме дают 0, получим:
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что и требовалось доказать.

2.2 Вычисление криволинейных интегралов второго рода и криволинейных интегралов по координате.
Зададим кривую L параметрическим уравнениями: x = ((t), y = ((t),z = ((t), причем при изменении t от t1 до t2 точка M(x.y,z) описывает линию L от A до B. Будем считать, что в интервале (t1 , t2) эти функции непрерывные и имеют непрерывные производные. Так как:
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где tk– значение параметра t в точке Nk. В результате получаем:
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Аналогично:
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В результате получаем:
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где функции P, Q и R должны быть выражены через t.

Если параметрические уравнения кривой для всего контура интегрирования не могут быть заданы в виде однозначных функций, то такой контур интегрирования надо разбивать на части и интегралы вычислять для отдельных частей.

Примечание:  Если кривая L есть кривая на плоскости, например XOY, то формулa для вычисления криволинейного интеграла имеет вид:                           
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где A(x,y) = P(x,y) i+ Q(x,y) j и кривая L задана параметрическим уравнениями: x = ((t), y = ((t).
Пример 2.1.  Вычислить 
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где A(x,y) = xy i+ xy j, то есть P(x,y) = Q(x,y) = xy , и L – дуга параболы y2 = x от точки A(1,-1) до точки B(1,1). Запишем уравнение для контура интегрирования. В качестве t возьмем x. Получаем:
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,                       уравнение для контура интегрирования от точки O до точки B, где О(0,0) – начало координат. Разбивая контур интегрирования на две части AO и OB, получаем:
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2.3 Формула Грина, ее применение для вычисления площади плоской области.

Теорема Грина  Если функции двух переменных P(x,y) и Q(x,y) в области D непрерывны вместе со своими частными производными первого порядка, то имеет место формула:
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где L - граница области D , а интегрирование вдоль L производится в положительном направлении. Эта формула называется формулой Грина.

Доказательство. 

1. Рассмотрим вначале область D, граница которой L пересекается с координатными линиями x = const и y = const не более двух раз (см. рис.3). Вычислим 
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. Пусть  y = (1(x) уравнение кривой ABC; y = (2(x) -  кривой AEC. Тогда, полагая в (2.11) x=t, получим
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Аналогично, пусть  x = (1(y) уравнение кривой BAE;  x = (2(y) -  кривой ECB. Вычислим 
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, полагая в (2.11) y=t:
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Вычитая I из I1, получим:
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, что и требовалось доказать.

	
[image: image110]

	Рис.3


2. Пусть теперь область D такова, что ее граница L может пересекается с координатными линиями более двух раз. В этом случае область D всегда можно разбить на части D1, D2, · · ·, Dn для которых их границы L1, L2, · · ·, Ln будут удовлетворять предыдущему условию (пересекаться с координатными линиями не более двух раз). Тогда, используя свойства двойных интегралов и тот факт, что теорема Грина для областей D1, D2, · · ·, Dn уже доказана, получим:
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Далее, принимая во внимание (2.6) и теорему 1 в разделе 2.3, получаем:
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, что и требовалось доказать.

3. Пусть теперь D- многосвязная область. Напомним, что область называется многосвязной, если ее граница состоит из нескольких непрерывных линий. Рассмотрим доказательство теоремы Грина для двухсвязной области  D, границы  этой области  - L1 и L2. Напомним, что положительным направлением на замкнутом контуре считается направление, при котором область внутри линии остается слева. Разрежем область линией (, соединяющей L1 и L2. В результате получим односвязную область D(, отличающуюся от D наличием линии (. Для такой области теорема Грина доказана, поэтому:
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где контур L( состоит из L1, L2 и (, причем проходится в положительном направлении, как показано на рис. . Ясно, что двойные интегралы по областям D и D( равны, так как по условию теоремы частные производные от P(x,y) и Q(x,y) непрерывны в области D. Линия ( при интегрировании по контуру проходится дважды, причем в противоположных  направлениях, поэтому, в соответствии с (2.6), интегралы по этой линии дают ноль. Поэтому:
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где под L понимается весь контур, ограничивающий D. Внешний контур L1 проходится против часовой стрелки, внутренний L2  – по часовой стрелке. При таком обходе область D всегда остается слева.

Теорема Грина полностью доказана.

Формула Грина позволяет двойной интеграл по плоской области заменить некоторым криволинейным интегралом, взятым по границе области, и наоборот, криволинейный интеграл, взятый по замкнутой линии – некоторым двойным интегралом, взятым по области, ограниченной контуром интегрирования.

Рассмотрим одно из применений формулы Грина. Положим P(x,y) =-y, Q(x,y) = x
Тогда 
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 и, применяя формулу Грина , получаем: 
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где S– площадь области D. Таким образом:
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Мы нашли выражение для площади плоской области в виде криволинейного интеграла.

Пример 2.2. Найти площадь эллипса 
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Параметрические уравнения эллипса имеют вид: x = a cost;  y = b sint. При изменении t от 0 до 2( эллипс обходится в положительном направлении (против часовой стрелки).  Получаем:
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2.4 Условия независимости криволинейного интеграла 2-го рода от пути интегрирования на плоскости.

Во многих приложениях возникает вопрос,: при каких условиях на функции двух переменных P(x,y) и Q(x,y) интеграл 
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не зависит от пути интегрирования, а зависит только от положения начальной и конечной точек контура интегрирования. Например, функции P(x,y) и Q(x,y) могут быть проекциями силы: Fx =P, Fy = Q. Тогда этот интеграл есть работа, произведенная при перемещении из точки A в точку B. В этом случае независимость интеграла от контура интегрирования означает, что работа будет одна и та же, по какому бы ни происходило перемещение под действием силы из точки A в точку B. Это, конечно, есть важная характеристика рассматриваемой силы.

Теорема 2 Независимость интеграла 
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 от пути интегрирования в некоторой области D равносильна равенству нулю этого интеграла по любому замкнутому контуру в данной области.

Доказательство  Допустим, нам известно, что наш интеграл  не зависит от пути интегрирования, то есть 
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, где A - начальная, а B - конечная точки контура, M, N- произвольные точки области D (см. рис.4). Образуем замкнутый контур ANBMA. Тогда:


[image: image123.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

=

+

-

+

=

=

+

+

+

=

+

ò

ò

ò

ò

ò

dy

y

x

Q

dx

y

x

P

dy

y

x

Q

dx

y

x

P

dy

y

x

Q

dx

y

x

P

dy

y

x

Q

dx

y

x

P

dy

y

x

Q

dx

y

x

P

AMB

ANB

BMA

ANB

ANBMA


Докажем обратное утверждение. Пусть 
[image: image124.wmf](

)

(

)

0

,

,

=

+

ò

dy

y

x

Q

dx

y

x

P

L

по любому замкнутому контуру L, включающему точки A и B. Образуем произвольный замкнутый контур ANBMA. Тогда:
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Теорема доказана.
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	Рис.4


Теорема 3 Для независимости криволинейного интеграла 
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 от контура интегрирования, принадлежащего односвязанной плоской области D и соединяющего точки A и B, необходимо и достаточно, чтобы непрерывные функции P(x,y) и Q(x,y),имеющие непрерывные частные производные в области D, удовлетворяли во всех точках этой области соотношению: 
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Доказательство  Возьмем в области D произвольный замкнутый контур L, включающий точки A и B (см. рис.4). В силу условий теоремы справедлива формула Грина (2.12):
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где D - область, ограниченная контуром L. Достаточность условия (2.14) следует из теоремы 2. Необходимость условия (2.14) докажем от противного. Пусть 
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 по любому замкнутому контуру L в области D, а условие (2.14) не выполняется в некоторой точке области C. Пусть в этой точке 
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. Поскольку по условию теоремы частные производные непрерывны, то можно указать некоторую ( - окрестность точки C, для которой 
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. Проведем контур l по границе области (. По формуле Грина получаем:
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так как 
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в этой области (вспомним свойства двойных интегралов). Но это противоречит условию теоремы о независимости криволинейного интеграла  от контура интегрирования. Следовательно, 
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должно тождественно обращаться в 0 в области D.

Теорема доказана.

Заметим, что условие (2.14) является необходимым и достаточным для того, чтобы выражение 
[image: image136.wmf]Qdy

Pdx

+

было полным дифференциалом некоторой функции двух переменных U(x,y): 
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Действительно, для того, чтобы выражение 
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 было полным дифференциалом, требуется равенство смешанных производных:
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.Ясно, что эти условия эквивалентны (2.14).

Поэтому можно записать: 
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Примечание  Следует обратить внимание, что односвязность области D существенна для справедливости данной теоремы, так как в процессе доказательства мы существенно использовали тот факт, что область D ограничена одним замкнутым контуром. Если же область D неодносвязна, то условия (2.14) недостаточно для утверждения, что 
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 для любого замкнутого контура l в области D.

2.5 Поверхностные интегралы второго рода. Поверхностные интегралы по координатам. Определения и свойства.

Ранее мы рассмотрели криволинейные интегралы как обобщение определенных интегралов. Рассмотрим сейчас обобщение двойных интегралов. Мы будем в дальнейшем рассматривать ориентированные поверхности. 

Определение Поверхность называется ориентированной, если указано одно из двух возможных направлений ее нормалей, причем это направление непрерывно меняется вместе с точкой поверхности, в которой проведена нормаль.

Возьмем на поверхности S в пространстве произвольную точку P и направленную нормаль n(P) в ней. Будем эту точку вместе с нормалью непрерывно перемещать по произвольному пути по поверхности, так чтобы и направление нормали изменялось непрерывно. Это означает, что в бесконечно близких точках направления нормалей тоже бесконечно близки. Если при возвращении точки P в исходное положение направление нормали совпадает с исходным, то такая поверхность называется двухсторонней. В противном случае поверхность называется односторонней. Пример односторонней поверхности – лист Мёбиуса. В дальнейшем мы будем рассматривать только двухсторонние поверхности. Выбор направления нормали в любой точке двухсторонней поверхности ориентирует поверхность, указывая одну из ее сторон.

 В общем случае поверхность может быть произвольной как незамкнутой, так и замкнутой. Для замкнутой поверхности внешнюю ее сторону, то есть сторону, обращенную к внешнему (по отношению к области, ограниченной поверхностью) пространству называют положительной стороной поверхности. Соответствующее направление нормали также называется положительным.

Предположим, что в некоторой области пространства, включающей поверхность S, задано векторное поле A(x,y,z), компоненты которого имеют вид: Ax(x,y,z)=P(x,y,z); Ay(x,y,z)=Q(x,y,z); Az(x,y,z)=R(x,y,z). Разделим поверхность на n частичных поверхностей S1, S2,· ·,Sn-1, Sn , площади которых (S1, (S2,· ·,(Sn-1, (Sn  соответственно. Выделим на каждой частичной поверхности точки M1, M2,· ·,Mn-1, Mn. Нормали к поверхности в этих точках n1, n2,· ·,nn-1, nn. Составим интегральную сумму:
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Рассмотрим предел этой суммы при стремлении к нулю площадей частичных поверхностей, (то есть при n(
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). Такой предел называется поверхностным интегралом второго рода от векторной функции A(x,y,z) по поверхности S и обозначается как:

                                    
[image: image144.wmf](

)

(

)

(

)

å

òò

=

¥

®

®

D

=

n

k

k

k

k

n

S

S

S

M

d

z

y

x

k

0

,

0

max

,

lim

,

,

n

Δ

A

S

A

,                            (2.16)

где  dS = ndS - ориентированный элемент поверхности S, который характеризуется площадью и направлением, его направление  при указанном предельном переходе совпадает с направлением нормали в данной точке поверхности S.. В дальнейшем мы будем предполагать, что поверхности S есть кусочно-гладкие функции координат. Интеграл (2.16) называется также потоком поля (вектора) A(x,y,z) через поверхность S. Для замкнутых поверхностей интегрирования  S  используется обозначение:
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Распишем скалярные произведения в интегральной сумме (2.15):
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где cos((Mk), cos((Mk), cos((Mk), - направляющие косинусы нормали в точке Mk.

Проделав тот же предельный переход, получим:
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так как cos(dS = dydz – проекция элемента поверхности c площадью dS на плоскость YOZ, cos(dS = dxdz - на плоскость XOZ, cos(dS = dxdy -  на плоскость XOY, то вектор dS = ndS = {cos(dS, cos(dS, cos(dS}. Ясно, что координаты ориентированного элемента поверхности dS имеют знак “+”, если в этой точке cos( (cos(, cos() > 0,то есть если угол меду нормалью в этой точке и соответствующей осью OX (OY, OZ) - острый. Знак “-”, если данный угол тупой. 

Интегралы в правой части (2.17) называются поверхностными интегралами по координатам. 

В целом можно записать:
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Поверхностный интеграл второго рода есть обобщение двойного интеграла. Действительно, если выбрать в поверхность интегрирования  в виде плоской области на координатной поверхности, то поверхностный интеграл по соответствующей координате превратится в обычный  двойной интеграл.
Поверхностные интегралы широко используются в различных приложениях. Например, для вычисления объема жидкости a, протекающей через поверхность S в единицу времени, при заданном поле скоростей v(x,y,z) движения жидкости. Рассмотрим точку P(x,y,z) на поверхности S и связанный с ней элемент поверхности dS. Ясно, что за единицу времени через элемент площади dS пройдет жидкость, находящаяся от нее на расстоянии (v(x,y,z),n(x,y,z)), где n(x,y,z ) – наружная нормаль к поверхности в данной точке. Это означает, что объем жидкости da, протекающей в единицу времени через площадку dS , равен (v(x,y,z),n(x,y,z))dS = (v(x,y,z),dS). В итоге, интегрируя по поверхности S, мы получаем: 
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Поверхностные интегралы второго рода и интегралы по координате сохраняют все общие свойства интегралов. В частности, если поверхность интегрирования S разбить на части S1 , S2· · ·,, Sn с той же ориентацией, то интеграл по поверхности S будет равен сумме интегралов, взятых по этим частям.
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Для поверхностных интегралов второго рода и интегралов по координате существенное значение имеет ориентация поверхности L. Действительно, если ориентацию поверхности S изменить на противоположную, то cos((Mk), cos((Mk), cos((Mk) в (2.17) изменят знак. Поэтому:
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где +S и –S обозначают две стороны поверхности S.

Рассмотрим еще одно важное свойство поверхностных интегралов второго рода и интегралов по координате.

Теорема 4. Если область ( пространства, ограниченную замкнутой поверхностью S, разбить на части при помощи замкнутых поверхностей S1 , S2· · ·,, Sn , то поверхностный интеграл по всей поверхности S с определенной ориентацией равен сумме интегралов, взятых по поверхностям S1 , S2· · ·,, Sn с той же ориентацией.  При этом подразумевается, что подынтегральная функция определена и непрерывна во всей области (
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Доказательство. Доказательство теоремы достаточно очевидно и основано на свойстве поверхностных интегралов (2.20). Докажем сначала теорему при условии разбиения области ( на две части (1 и (2 замкнутыми поверхностями S1 , S2.  У этих поверхностей имеется общая поверхность D.  Ясно, что при вычислении интегралов по поверхностям S1 , S2 с определенной ориентацией интеграл по поверхности D встречается дважды, но по ее двум сторонам. В соответствии с формулой (2.20) сумма интегралов по поверхности D равна нулю и в (2.21) (при n = 2) остаются только интегралы по частям границы области (, дающие согласно (2.19) интеграл по поверхности S.  Далее любую из областей (1 или (2 можно разбить на две части и так далее. Теорема доказана.

2.6 Вычисление поверхностных интегралов второго рода и поверхностных интегралов по координате.
Вычисления поверхностных интегралов второго рода, используя (2.18) можно свести к вычислению поверхностных интегралов по координатам. Рассмотрим, например, вычисление 
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где DXY– проекция поверхности S на плоскость XOY. В общем случае, если уравнения поверхности для всей поверхности интегрирования не могут быть заданы в виде однозначных функций или элемент площади dxdy не имеет постоянного знака , то такую поверхность надо разбивать на части так, чтобы интегралы по каждой из них можно было вычислить указанным образом.

Аналогично вычисляются поверхностные интегралы по другим координатам. Таким образом, получаем:
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где DYZ и DXZ– проекции поверхности S на плоскости YOZ и XOZ соответственно.

Таким образом, мы получаем формулу для нахождения поверхностных интегралов с помощью вычисления двойных интегралов:


[image: image159.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

òò

òò

òò

òò

+

+

=

XY

XZ

YZ

D

D

D

S

dxdy

y

x

z

y

x

R

dxdz

z

z

x

y

x

Q

dydz

z

y

z

y

x

P

d

z

y

x

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

S

A

        (2.24)

Пример 2.3. Найти поток векторного поля A(x,y,z) = xyz k через внешнюю поверхность сферы x2  + y2 + z2 =1, для  x (0, y (0. В соответствии с (2.24), получаем: 
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. Заметим, что на верхней части этой поверхности (S1) в области z ( 0 нормаль образует острый угол с осью OZ, на нижней части этой поверхности (S2) - тупой угол с осью. На поверхности S1:   
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Разбивая поверхность интегрирования S на две S1, S2, и используя полярную систему координат для вычисления двойного интеграла, получаем:

[image: image163.wmf](

)

(

)

(

)

15

2

5

1

3

1

1

1

2

1

5

3

2

cos

2

1

1

2

sin

0

,

1

;

1

,

0

;

1

1

cos

sin

2

1

2

1

0

5

3

2

0

1

0

2

2

2

0

2

2

1

0

2

2

2

0

2

2

2

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

-

=

=

=

=

=

=

=

-

=

-

=

-

=

=

-

-

=

-

+

=

ò

ò

ò

ò

òò

òò

òò

òò

t

t

dt

t

t

d

t

t

tdt

d

t

d

d

dxdy

y

x

xy

dxdy

xyz

xyzdxdy

xyzdxdy

XY

D

S

S

S

p

p

p

j

j

j

r

r

r

r

r

r

r

r

j

j

r

j


2.7 Формула Остроградского - Гаусса. Дивергенция вектора

Теорема Остроградского – Гаусса. Если в области ( функции P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) непрерывны вместе со своими частными производными первого порядка, то имеет место соотношение:
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где замкнутая поверхность S– граница области (, а интегрирование производится по положительной (внешней) стороне поверхности S. Эту формулу можно записать в более компактном виде, если в области (, включая поверхность S, задать векторное поле A(x,y,z), компоненты которого имеют вид: Ax(x,y,z)=P(x,y,z); Ay(x,y,z)=Q(x,y,z); Az(x,y,z)=R(x,y,z). 

Тогда, вспоминая определение дивергенции вектора (1.11), получаем:
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где dV- элемент объема в области (. Последнее соотношение читается следующим образом. Поток вектора A через замкнутую поверхность S, ограничивающую область (, равен интегралу от divA по области (. Соотношения (2.25) и (2.26) называются формулой Остроградского – Гаусса.

Доказательство. Разобьем область на частичные области vk в форме маленьких кубиков, ребра которых параллельны координатным осям. Один из таких кубиков изображен на рисунке. Пусть вершины кубика точки A1, A2, B1, B2, C1, C2, D1, D2 с координатами: A1(xk,yk,zk), A2(xk,yk,zk+(zk), B1(xk,yk+(yk,zk), B2(xk,yk+(yk,zk+(zk), C1(xk+(xk,yk+(yk,zk), C2(xk+(xk,yk+(yk,zk+(zk), D1(xk+(xk,yk,zk), D2(xk+(xk,yk,zk+(zk). Нормали к граням кубика будем считать направленными наружу. Вычислим поток вектора A через грани кубика. Рассмотрим вначале поток через нижнюю грань A1B1C1D1, где  z = zk. Эта  поверхность имеет проекцию DXY,k только на координатную плоскость XOY.  Тогда, используя (2.24), получаем 
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. Знак минус, потому что направление внешней нормали для этой грани противоположно направлению оси OZ. Для потока через верхнюю грань  A2B2C2D2, где  z = zk+(zk получаем: 
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. Здесь знак плюс, потому что направление внешней нормали для этой грани совпадает с направлением оси OZ. Сумма поверхностных интегралов по верхней и нижней граням равна:          
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Поскольку кубики считаются маленьким ((zk- мало), то:
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Мала также и область интегрирования DXY,k. Поэтому значение функции 
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мало изменяется при изменении в области DXY,k и можно заменить эту функцию ее значением для любых x и y из области DXY,k, например, x = xk и y = yk. Тогда сумма потоков через  верхнюю и нижнюю грани равна:         
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Аналогично можно показать, что сумма потоков через  левую и правую грани кубика равна:  
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,  а сумма потоков через  заднюю и переднюю грани: 
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. Поток через все грани кубика равен сумме этих выражений:
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где (vk = (xk(yk(zk – объем кубика, Sk- его поверхность, Mk – точка с координатами (xk,yk.zk).  Подобную процедуру можно проделать для всех кубиков, на которые мы разбили область ( и затем просуммировать результаты.
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Устремим все (vk к нулю. При этом интегральная сумма в правой части (2.28) перейдет в тройной интеграл по области (. В левой части (2.28) сумма поверхностных интегралов в соответствии со свойствами поверхностных интегралов (2.21) даст поверхностный интеграл по внешней поверхности, образованной кубиками. Ясно, что при бесконечном уменьшении размеров кубиков эта поверхность совпадет с S, и мы получаем формулу (2.25), что и требовалось доказать.

Таким образом, формула Остроградского – Гаусса позволяет вместо тройных интегралов вычислять поверхностные интегралы по поверхности, ограничивающей данный объем, и наоборот.

Вернемся к соотношению (2.27). Стягивая кубик в точку, то есть, устремляя  (vk к нулю, получим (опуская индекс “k”):
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где d(– поверхность, ограничивающая объем dv, в котором находится точка (x,y,z)
Последнее выражение может служить независящим от выбора системы координат определением дивергенции вектора A:
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На основе (2.30) можно дать физическую интерпретацию понятия дивергенции вектора. Если 
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 представляет собой плотность источников поля.

Пример 2.4. Найти поток векторного поля A(x,y,z) = z k через внешнюю поверхность сферы x2  + y2 + z2 = R2. Так как div A = 1., то по  теореме Остроградского  - Гаусса, получим:
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где S– поверхность данной сферы, (- ее объем.

Легко увидеть, что если решать эту же задачу, не используя формулу Остроградского – Гаусса, мы будем вынуждены провести более сложные вычисления.

2.8 Формула Стокса. Ротор вектора

Теорема Стокса. Если в области (, содержащей поверхность S, функции P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) непрерывны вместе со своими частными производными первого порядка, то имеет место соотношение:
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где L замкнутый контур, ограничивающий поверхность S, причем контур L может быть границей бесконечного множества различных поверхностей S. В этом соотношении направления обхода по линии и направления нормали к поверхности связаны так называемым правилом «буравчика». Это правило наглядно можно представить следующим образом. Человек, идущий по той стороне поверхности, по которой производится интегрирование, и перемещающийся вдоль границы L, должен видеть поверхность S слева.

Эту формулу можно записать в более компактном виде, если, как и ранее, в области (, включая поверхность S, задать векторное поле A(x,y,z), компоненты которого имеют вид: Ax(x,y,z)=P(x,y,z); Ay(x,y,z)=Q(x,y,z); Az(x,y,z)=R(x,y,z). 

Тогда, вспоминая определение ротора вектора (1.13), получаем:
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                                                                                                      (2.32)

где dS- ориентированный элемент поверхности S,  ds - векторный элемент длины линии L. Соотношения (2.31) и (2.32) называются формулой Стокса. Последнее соотношение читается следующим образом. Циркуляция вектора A по замкнутому контуру L равна потоку вектора rotA через поверхность S, натянутую на этот контур.

Доказательство. Разобьем поверхность S на частичные области Sk в форме маленьких квадратиков, стороны которых параллельны координатным осям. Рассмотрим вначале квадратик, лежащий в плоскости z = zk (параллельный координатной плоскости XOY) в окрестности точки Mk с координатами x = xk, y = yk, z = zk. (см. рис) Пусть вершины квадратика точки A B, C, D с координатами: A(xk,yk,zk), B(xk,yk+(yk, zk), C(xk+(xk,yk+(yk, zk ), D(xk+(xk,yk, zk). Вычислим циркуляцию вектора A по этому квадратику.

Получаем:
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Поскольку квадратики маленькие ((xk и (yk - малы), то подынтегральные функции мало меняются на промежутках интегрирования и их можно вынести из интеграла. Получаем:
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где li граница квадратика и производные берутся в любой точке в нашем квадратике, например в точке Mk. В итоге получаем:
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Действуя аналогично, находим циркуляцию вектора A по маленьким квадратикам Si, лежащих в плоскости y = yk (параллельных координатной плоскости XOZ) в окрестности точки Mi с координатами x = xi, y = yi, z = zi:
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и по маленьким квадратикам Sj, лежащих в плоскости x = xk (параллельных координатной плоскости YOZ) в окрестности точки Mj с координатами x = xj, y = yj, z = zj:
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Просуммировав эти выражения, найдем циркуляцию A по всем квадратикам:
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      (2.33)

Устремим площади всех квадратиков к нулю. При этом интегральная сумма в правой части (2.33) перейдет в поверхностный интеграл по поверхности S. В левой части (2.33) сумма криволинейных интегралов в соответствии со свойствами криволинейных интегралов даст криволинейный интеграл по внешней границе, образованной квадратиками. Ясно, что при бесконечном уменьшении размеров квадратиков эта граница совпадет с границей поверхности S, то есть с замкнутым контуром L, и мы получаем формулу (2.31), что и требовалось доказать.

Формула Стокса позволяет свести криволинейные интегралы по замкнутой кривой к поверхностным интегралам и наоборот.

Вернемся к соотношению (2.32). Проведем через произвольную точку M(x,y,z) в пространстве единичный вектор n и окружим эту точку плоской площадкой ( c площадью (S, перпендикулярной n. Граница ( – есть кривая l. Применим к этой площадке формулу Стокса (2.32):
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Будем стягивать контур l к точке M, при этом (S(0. Функция (rotA,n)мало меняется в области ( и ее можно вынести из-под знака интеграла в произвольной точке, например, M. Тогда получим:
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                                                    (2.34)
Формула (2.34) определяет проекции вектора rotA в заданной точке M на любые направления n и может служить независящим от системы координат определением ротора вектора A.

Примечание  Формула Грина (2.12) есть частный случай формулы Стокса для случая, когда поверхность S расположена в координатной плоскости XOY. При этом направление нормали к поверхности S совпадает с направлением оси OZ.

Пример 2.5. Показать, что div rotA = 0, не используя прямоугольную систему координат. Выберем маленький замкнутый контур L и натянем на него большую поверхность S, не лежащую в плоскости контура. Запишем для этого контура теорему Стокса:
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. Стянем контур L в точку. При этом S превратится в замкнутую поверхность, а криволинейный интеграл станет равным нулю. Для интегрирования по замкнутой поверхности используем  формулу Остроградского-Гаусса. В итоге получим:
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, где ( - область внутри S. Поскольку это равенство имеет место для произвольной области (, то подынтегральная функция в интеграле по ( должна обращаться в ноль в любой точке области (, то есть div rotA = 0, что и требовалось доказать.

Пример 2.6. Показать, что 
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, где f – произвольная функция координат.

Выберем векторное поле в виде A(x,y,z) = f(x,y,z)a, где a – постоянный вектор, и применим для него формулу Остроградского-Гаусса.
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Так как последнее соотношение имеет место при произвольном выборе постоянного вектора a, то 
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, что и требовалось показать

2.9 Условия независимости криволинейного интеграла 2-го рода от пути интегрирования в пространстве.

Обратим внимание, что в процессе доказательства теоремы (теорема 2) о том, что условие независимости криволинейного интеграла от пути интегрирования на плоскости совпадает с условием равенства нулю этого интеграла по любому замкнутому контуру, мы нигде не использовали того обстоятельства, что кривая лежит на плоскости. Следовательно, это же утверждение имеет место и для кривых в пространстве
Теорема 5 Для независимости криволинейного интеграла 
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 от контура интегрирования, принадлежащего односвязанной области ( и соединяющего точки A и B, необходимо и достаточно, чтобы непрерывные функции P(x,y,z), Q(x,y,z) и R(x,y,z), имеющие непрерывные частные производные в области (, удовлетворяли во всех точках этой области соотношению:
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                                                                         (2.35)

Эту формулу можно записать в векторном виде, если в области (, задать векторное поле A(x,y,z), компоненты которого имеют вид: Ax(x,y,z)=P(x,y,z); Ay(x,y,z) = Q(x,y,z); Az(x,y,z) = R(x,y,z).
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Доказательство  Достаточность этих условий следует из теоремы Стокса. Действительно, проведем произвольный замкнутый контур L, включающий точки A и B, и натянем на этот контур поверхность S. Применим формулу Стокса (2.31) и получим, что криволинейный интеграл по контуру L в силу условий теоремы равен нулю. Достаточность (2.35) доказана.

Необходимость условия (2.35), как и ранее для плоских кривых, доказывается от противного.

Кроме того, условие (2.35) является необходимым и достаточным для того, чтобы выражение 
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было полным дифференциалом некоторой функции трех переменных ((x,y,z):
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Действительно, для того, чтобы выражение 
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 было полным дифференциалом, требуется равенство смешанных производных:
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Ясно, что эти условия эквивалентны (2.35).

Поэтому можно записать:
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Примечание  Следует обратить внимание, что односвязность области ( существенна для справедливости данной теоремы, так как в процессе доказательства мы существенно использовали тот факт, что область ( ограничена одним замкнутым контуром. Если же область ( неодносвязна, то условия (2.35) недостаточно для утверждения, что 
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 для любого замкнутого контура l в области (.

3. Различные виды векторных полей
3. 1. Потенциальное векторное поле

Определение  Векторное поле A(x,y,z) называется потенциальным (безвихревым), если его можно представить как градиент некоторого скалярного поля ((x,y,z): 
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Само скалярное поле ((x,y,z) при этом называется потенциалом (скалярным потенциалом) векторного поля A. 

Не всякое векторное поле является потенциальным, и сейчас мы приведем необходимые и достаточные условия того, что данное векторное поле будет потенциальным.

Теорема  Для того, чтобы векторное поле A было потенциальным необходимо и достаточно, чтобы:
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Доказательство  Мы показали ранее (см. 1.5.1), что для любой скалярной непрерывной функции ((x,y,z),имеющей непрерывные производные, rot grad ( = 0. Поэтому, если A = grad(, то и rotA = 0. Покажем теперь, что если rotA = 0., то A = grad(. Также мы показали (см. 2.37), что выражение Axdx+ Aydy+ Azdz в этом случае есть полный дифференциал некоторой функции ((x,y,z):
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причем 
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, но последнее и означает, что A = grad(.

Теорема доказана.

Таким образом, потенциальное векторное поле A(x,y,z) обладает следующими свойствами:

1.Интеграл
[image: image210.wmf]ABAB
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 Циркуляция векторного потенциального поля по любому замкнутому контуру, целиком лежащему в области непрерывности поля, равна нулю.
Для вычисления потенциала используем (3.3):
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Если B = P(x,y,z) - произвольная точка, то:
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где C = ((A) – произвольная константа.

Потенциал определяется с точностью до постоянной

Для вычисления потенциала по формуле (3.4) можно выбрать любой путь интегрирования. Проще всего в качестве такого пути выбрать ломаную линию со звеньями, параллельными осям координат, соединяющую точки A и P. За точку A удобно принимать начало координат (если оно попадает в область непрерывности векторного поля). Во избежание путаницы координаты точки P в процессе вычислений рекомендуется обозначать большими буквами (X,Y,Z), переходя к (x,y,z) в конце вычислений.

Пример 3.1. Показать, что векторное поле 
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 потенциальное и найти его потенциал.
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Мы показали, что поле A потенциальное. Найдем его потенциал. За путь интегрирования возьмем ломанную линиюOABP, где O(0,0,0), A(X,0,0), B(X,Y,0), P(X,Y,Z). В соответствии с (3.4). получаем:
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Таким образом, для произвольной точки P(x,y,z) получаем: 
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Действительно: 
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Пример 3.2. Известно, что напряженность электрического поля E, создаваемого точечным электрическим зарядом Q, расположенным в начале координат, имеет вид:
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. Показать, что данное  векторное поле  потенциальное и найти его потенциал. (Это задача, обратная задаче в примере 1.1). 

Найдем rotE. Для нахождения rotE используем результат задачи 1.7 


[image: image221.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

0

,

1

=

¶

¶

=

r

r

r

r

r

r

r

rot

j

j

. В нашем случае
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получаем:
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Таким образом, получаем уже известный нам результат: 
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3. 2. Соленоидальное векторное поле

Определение  Векторное поле A(x,y,z) называется соленоидальным (вихревым), если дивергенция этого поля равна нулю.
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В силу теоремы Остроградского-Гаусса (2.26) для соленоидального векторного поля A(x,y,z) имеет место соотношение:

                                   
[image: image230.wmf]0

=

=

òòò

òò

W

dV

div

d

S

A

S

A

                                                           (3.6)

Поток соленоидального векторного поля A(x,y,z)  через любую замкнутую поверхность равен нулю.

Поскольку, как мы знаем (формула (1.17)),  div rot A = 0  для любого векторного поля A(x,y,z), то векторное поле B(x,y,z), определяемое как B = rotA, будет соленоидальным векторным полем. A называется векторным потенциалом векторного поля B. Процедура нахождения векторного потенциала более сложная, чем скалярного, и мы не будем на ней останавливаться.

Для наглядного представления используются понятия векторной линии и векторной трубки векторного поля. Напомним, что векторной линией поля называется кривая L, в каждой точке которой касательная имеет направление вектора 
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. Эта кривая находится из решения системы дифференциальных уравнений: 
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Векторной трубкой называется поверхность, образованная векторными линиями, проходящими через точки некоторой лежащей в поле замкнутой кривой, не совпадающей (даже частично) с какой-либо векторной линией (см. рис). Обозначим за S поверхность векторной трубки между двумя ее сечениями S1 и S2 .На боковой поверхности трубки, AdS = 0, так как A находится в касательной плоскости к этой поверхности. Поскольку поток соленоидального векторного поля A  через любую замкнутую поверхность равен нулю, то 
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в случае соленоидального векторного поля для всех сечений векторной трубки. Таким образом, поток соленоидального векторного поля (называется напряжением векторной трубки в сечении) через поперечные сечения векторной трубки сохраняет постоянные значения.

Приведем еще один физический пример, приводящий к понятию соленоидального векторного поля и поясняющий физический смысл ротора вектора. Рассмотрим абсолютно жесткое твердое тело. Такое тело может участвовать в двух движениях: поступательное движение тела как целого и вращение его точек вокруг некоторой оси. Из механики известно, что полная скорость движения v любой точки этого тела равна: 
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где v0 – скорость поступательного движение тела как целого,  ( - вектор угловой скорости, r - радиус-вектор точки. Здесь предполагается, что начало координат, находится на оси вращения. Напомним, что вектор угловой скорости ( - это вектор, длина которого равна значению угловой скорости, а направление совпадает с  тем направлением оси  вращения, по отношению, к которому вращение совершается против часовой стрелки. Решим теперь обратную задачу. Пусть нам дано поле скоростей v и нам надо найти вектор угловой скорости (. Заметим, что v0 одинаково в данный момент времени для всех точек тела, то есть не зависит от координат точек тела. Сосчитаем rot v. Имея в виду, что rot v0 = 0, и используя результат примера 1.11, получаем:
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Таким образом, если rot v ( 0, то это означает, что в поле скоростей есть вращательная составляющая, причем угловая скорость вращения ( определяется соотношением 
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. Рассмотрим еще, например, поле скоростей v в текущей жидкости. Если rot v ( 0, то колесико, поставленное в жидкость, будет вращаться с угловой скоростью 
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. Если же rot v = 0, то колесико вращаться не будет.

Вернемся к соотношению (3.7). Поскольку rot v0 = 0 и div[(,r] = 0 (см. пример 1.10), то мы можем интерпретировать эту формулу как разложение векторного поля скоростей v на два: потенциальное поле v0 и соленоидальное поле [(,r]. 

Обобщая этот результат, можно сформулировать следующее утверждение. Любое векторное поле A можно разложить на потенциальную и соленоидальную части:
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  где ( - скалярный потенциал поля, а B - векторный. 
3. 3. Гармоническое векторное поле

Определение  Векторное поле A(x,y,z) называется гармоническим (или лапласовым), если оно одновременно и потенциальное и соленоидальное, то есть и дивергенция и ротор этого поля равны нулю.
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Из условия 
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 следует, что 
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, где ( - оператор Лапласа, то для гармонического поля потенциал ( удовлетворяет уравнению:
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которое называется уравнением Лапласа. Функция, удовлетворяющая уравнению Лапласа, называется гармонической функцией.

Пример 3.3. Показать, что функция 
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1

- гармоническая функция. Мы показали в примере 1.8. , что 
[image: image247.wmf](

)

2

2

1

2

r

r

r

r

r

¶

¶

+

¶

¶

=

D

j

j

j

, для произвольной функции 
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, что и требовалось показать.

Следовательно, потенциал электростатического поля 
[image: image251.wmf]r
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 - гармоническая функция, а само электростатическое поле E – гармоническое поле.
Пример 3.4. Показать, что если u и v – гармонические функции, то 
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, где S - замкнутая поверхность, ограничивающая область (. Мы показали в примере 1.9, что для произвольных функций координат u и v 
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Если u и v – гармонические функции, то есть (u = 0 и (v = 0, то 
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, что и требовалось показать. Это так называемая вторая формула Грина.

Пример 3.5. Поскольку все вторые производные от функции 
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, где A, B, C, D – произвольные постоянные, равны нулю, то ( - гармоническая функция.

Пример 3.6. Показать, что функция двух переменных 
[image: image257.wmf]2

2

ln

ln

y

x

r

+

=

является гармонической функцией. Для функций двух переменных оператор Лапласа имеет вид: 
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что и требовалось показать.
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